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ARTICLE

« La
connaissance

réduit
l’incertitude » :
un théorème ?

Publié le 07.11.22 Par Olivier Rioul

E
n suivant une approche axiomatique, on dérive ici la
formulation mathématique correspondante de la no-
tion intuitive de mesure d'«  incertitude » en relation
avec l’entropie. Puis, grâce à la notion de condition-

nement probabiliste, on démontre rigoureusement qu’en
moyenne, la connaissance  réduit l’incertitude. Mais une
connaissance donnée réduit-elle toujours l’incertitude ?

1.    Introduction

https://culturemath.ens.fr/thematiques/la-connaissance-reduit-l-incertitude-un-theoreme#
https://culturemath.ens.fr/auteurs/olivier-rioul
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Pour cette nuit de l'ENS dont le thème est l'« incertitude », je me propose

de démontrer rigoureusement un théorème mathématique, dont l'énoncé

est le suivant.

Théorème 1
La connaissance réduit l'incertitude.

Mais qu'est-ce que ce théorème signifie ? Ni « connaissance » ni « incerti-

tude » ne sont des mots appartenant au vocabulaire classique des mathé-

matiques. Il faut donc d'abord comprendre le sens de ces mots :

Vaste programme !

 

En mathématiques, relier par des définitions des mots à des objets ou

concepts mathématiques est une chose courante. Henri Poincaré, dans

sa Science et méthode (1908), affirme que

La mathématique est l’art de donner le même nom à des choses
différentes.

Il insiste ainsi à la fois sur l'importance du choix du mot et sur le proces-

sus d'abstraction inhérent au mathématiques. Mais le mathématicien

reste entièrement libre du choix de ses mots ! David Hilbert, chantre de la

méthode axiomatique, va plus loin : en 1891, au retour d'une conférence

sur la géométrie, il déclara :

Il devrait être possible de remplacer «  point  » par «  table  »,
« droite » par « chaise », et « plan » par « chope de bière ».

Pourquoi, en effet, maintenir une référence à des objets géométriques in-

qu'est-ce que l'incertitude ?

qu'est-ce que la connaissance ?
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tuitifs si la science mathématique est par essence une science abstraite ?

Ainsi, on peut fort bien énoncer :

Théorème 2
Par trois tables non alignées passe une unique chope de bière.

Cela est « parfaitement » (c'est-à-dire mathématiquement) correct ! Dans

la même veine, pour démontrer notre théorème « la connaissance réduit

l'incertitude. » on pourrait très bien poursuivre la boutade de Hilbert et

nommer, par exemple, les choses ainsi :

Définition 1
On appelle incertitude le nombre 42.

Définition 2
On appelle connaissance le fait de diviser par 2.

La preuve de notre théorème est alors immédiate :

Démonstration.  divisé par  égale   ; mais  est inférieur à .

Donc, la connaissance réduit l'incertitude. CQFD !

Tout cela est évidemment du grand n'importe quoi , les définitions choi-

sies sont absurdes, et la science mathématique ne doit pas simplement

jouer sur des éléments logiques arbitraires  : les mathématiques restent

malgré tout faites par des humains, qui vivent dans le monde réel (même

s'il est parfois complexe...). Elles ne trouvent leur intérêt qu'avec des

liens, même vagues ou intuitifs, à des concepts qui nous parlent.

Il faut donc revenir à une définition sensée de l'incertitude et de la

connaissance. Quelle définition adopter qui ait vraiment un sens, en plus

d'une simple traduction mathématique ?

2.    Qu'est-ce que l'incertitude ?
Il y a évidemment de multiples approches possibles. Je retiens la défini-

tion suivante, trouvée au hasard dans un dictionnaire :

incertain : Qui n'est pas sûr, qui peut se produire ou non.

42 2 21 21 42
◻
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Cela me semble être une description probabiliste d'un phénomène d'in-

certitude. C'est heureux, car on pourra l'interpréter mathématiquement si

on fait appel à la théorie mathématique des probabilités. Supposons que

l'on observe, par exemple, un événement de probabilité , compris entre

0% et 100% (de chances de se produire). Peut-on alors définir l'incerti-

tude  comme une fonction de  ?

Il est intéressant de noter ici qu'on cherche à définir une mesure d'incerti-

tude plutôt que l'incertitude elle-même ; mais c'est bien ce qui est requis

dans le cadre de notre théorème. Cette (mesure d') incertitude  sera

donc un nombre réel positif.

Comment, alors, définir   ? Comment évaluer ou calculer l'incerti-

tude ? Il y a clairement des propriétés naturelles, suggérées par notre in-

tuition. On peut, par exemple, en retenir deux :

Traduits mathématiquement, ces deux postulats deviennent des axiomes

mathématiques :

On adopte donc ici une méthode axiomatique qui consiste à déduire de

ces axiomes l'expression mathématique de l'incertitude  en fonction

de . Le résultat est un théorème :

Théorème 3

 (où  désigne un logarithme).

!

" !

"(!)

"(!)

un événement doit être d'autant plus incertain qu'il a moins de

chances de se produire ;
1

si deux événements n'ont rien à voir entre eux, leurs incertitudes

respectives ne font que se cumuler l'un l'autre en s'ajoutant.
2

 est d'autant plus grand que  est petit : la fonction  est une

fonction décroissante de  ;
1 "(!) ! "

!

si deux événements de probabilités respectives  et  sont indé-

pendants, leur probabilité conjointe est le produit , de sorte

que   : la fonction  transforme produit en

somme.

2 ! #
!#

"(!#) = "(!) + "(#) "

"(!)
!

"(!) = log 1
! log
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Démonstration. Commençons par appliquer le deuxième axiome un

grand nombre de fois sur un produit de  probabilités égales  : 

 (  fois) aura pour incertitude 

 (  fois), c'est-à-dire

Si la probabilité initiale n'est pas de 100%, c'est-à-dire , la probabili-

té composée  est rapidement très petite lorsque  devient grand, de la

forme  avec  zéros après la virgule avant le

premier chiffre non nul . Autrement dit, posons  le rang du premier

chiffre significatif  dans . On a alors les inégalités  :

Appliquons maintenant le premier axiome : en appliquant la fonction  re-

cherchée, les inégalités s'inversent :

ce qui revient, par la formule précédemment établie, à

ou encore, en divisant par  après avoir posé la constante positive 

 :

Ce qu'on obtient finalement, c'est qu'à une constante multiplicative près, 

 tombe dans un tout petit intervalle  de longueur . Cette

longueur peu être rendue aussi petite que l'on veut en prenant  suffi-

samment grand, ce qui permet de déterminer « asymptotiquement » l'in-

certitude  avec une précision aussi grande qu'on veut.

Pour conclure enfin, il suffit de remarquer que la fonction  vérifie

déjà les deux axiomes  : c'est bien une fonction décroissante de , et le

logarithme transforme bien produit en somme. Par conséquent, on peut

$
= ! × ! × ⋯ × !!$ $

"( ) = "(!) + "(!) + ⋯ + "(!)!$ $

"( ) = $ ⋅ "(!).!$
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lui appliquer le même traitement qu'à la fonction  ! On obtient alors,

qu'à une constante multiplicative près ,  tombe également dans le

même intervalle  de longueur arbitrairement petite. Les deux

quantités  et  ne sont donc distantes que d'au plus  et ceci

pour tout  même très grand ! Cela n'est possible que si ces deux quanti-

tés sont en fait égales, toujours à une constante multiplicative  près  :

Mais en réalité, le logarithme dans cette formule n'est lui-même défini

qu'à une constante multiplicative près. Cela dépend, en effet, de la base

du logarithme que l'on choisit . Par conséquent, faire intervenir la

constante  dans cette formule est inutile, et obtient bien l'identité qu'il

fallait démontrer.

Bits, dits, ou nats ?

Une façon de voir l'intérêt du choix du logarithme est de

considérer un événement qui consiste à choisir un élément

parmi , pris totalement « au hasard », donc avec une pro-

babilité . On obtient alors

le logarithme du nombre de possibilités (une formule due à

l'électronicien américain Ralph Hartley en 1928).

Si par exemple, on choisit  chiffres décimaux au hasard,

alors  et en choisissant un logarithme en base ,

on obtient une incertitude égale à  « dits » (abréviation de

« decimal units », unités décimales .)

Si on choisit maintenant  chiffres binaires au hasard, alors 

 et en choisissant un logarithme en base , on ob-

"(!)
2 log 1

!
[ ; + ]&

$
&
$

1
$

"(!) log 1
!

1
$

$
% 3

"(!) = % ⋅ log .1
!

4

%
◻

(
! = 1

(

"(!) = "( ) = log (,1
(

)
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)
5
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tient une incertitude égale à  « bits » (abréviation de « bina-
ry units », unité binaires ), terme aujourd'hui bien connu en

informatique mais introduit pour la première fois en 1948 par

l'ingénieur et mathématicien américain Claude Shannon.

Enfin, si comme le mathématicien on préfère manipuler des

logarithmes naturels ou népériens (en base ), on a alors af-

faire à des « nats » (abréviation de « natural units »).

Bits, dits, ou nats, c'est une question de goût...

3.    Incertitude moyenne et entropie de
Shannon
En résumé, on a jusqu'à présent déterminé l'incertitude comme une me-

sure logarithmique pour un événement donné. Mais l'intérêt d'un tel ré-

sultat pour l'instant limité car on ne tient compte que d'un seul événe-

ment. Il est plus intéressant, en théorie des probabilités, de manipuler

des lois de probabilité, c'est-à-dire tout en ensemble de probabilités que

l'on décrit à l'aide de la notion de variable aléatoire.

Sans entrer dans les détails , une variable aléatoire  est une quantité

qui peut prendre plusieurs « valeurs » . Si  prend la valeur , c'est avec

la probabilité  de l'événement . Chaque événement  de

probabilité  a donc, d'après ce qu'on a déjà établi, une incertitude

L'incertitude moyenne — en moyenne sur toutes les valeurs possibles de 

 — s'obtient en sommant ces incertitudes  pondérées par les proba-

bilités d'occurence  : on obtient ainsi

)
6

*

7 +
8 + ,

!(,) + = , + = ,
!(,)

"(,) = log .1
!(,)

+ "(,)
!(,) 9

-(+) = !(,) log∑
,

1
!(,)
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connu sous le nom d'entropie de Shannon.

Incertitude, information ou entropie ?

Lorsque paraît l'article fondateur de la théorie de l'information

de Shannon en 1948, la notion d'entropie  est explicitement

relié par Shannon à l'entropie de Boltzmann découverte en

physique au 19  siècle, en relation avec son « théorème H » .

Mais Shannon utilisait déjà cette notion dans des écrits anté-

rieurs, où il n'utilisait pas le terme « entropie  », mais plutôt

« incertitude » ! Shannon était en réalité influencé par les tra-

vaux précédents de Hartley de 1928 sur la transmission d'in-

formation qui avait déjà utilisé la lettre  (  comme

Hartley !).

Ce n'est qu'ensuite qu'il a appelé  entropie, sans doute in-

fluencé par John von Neumann, qui voyait en  une quantité

d'information.

Aujourd'hui, les trois termes entropie, information, incertitude

sont souvent employés de manière interchangeable. Ainsi 

 désigne une incertitude quand à la réalisation future d'un

événement de probabilité  (avant sa réalisation effective)

alors qu'elle désigne aussi bien une quantité d'information

qu'a apporté l'événement après sa réalisation.

On peut vérifier que cette notion d'incertitude moyenne correspond bien

à nos attentes. Tout d'abord, c'est une quantité positive (car somme de

termes tous positifs) qui ne s'annule que lorsque chacun des termes s'an-

-

e 10

- -

-
-

"(!)
!

11
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nule. Cette dernière condition équivaut  à  ou  pour tout .

Cela revient encore à dire qu'une seule valeur de  est probable, les

autres étant de probabilité nulle  :  est totalement certaine, elle n'est

plus aléatoire  ! Ainsi une incertitude nulle correspond bien au cas

certain :

À l'opposé, supposons l'incertitude moyenne maximale pour une variable

aléatoire  pouvant prendre un nombre fini  de valeurs possibles. On

montre facilement que  est une fonction symétrique et concave

des probabilités  et que par conséquent, sa valeur maximum ne peut

être atteinte que lorsque tout les probabilités  sont égales. Cela re-

vient à dire que  pour tout , ce qui donne une incertitude

moyenne maximale , le logarithme du nombre de possi-

bilités. En d'autres termes, le cas le plus incertain correspond à une va-

riable aléatoire uniforme, dont aucune valeur n'est plus probable qu'une

autre :

Cela correspond bien à l'idée que l'on se fait d'alternatives équiprobables

dans le cas le plus incertain.

4.    Qu'est-ce que la connaissance ?
Là encore, vaste programme ! Mais restreignons nous à notre cadre ma-

thématique probabiliste où nous avons défini l'incertitude . En

théorie des probabilités, il y a une façon naturelle de prendre en compte

une donnée connue, ou la connaissance d'un événement. On définit en

effet la probabilité conditionnelle d'un événement connaissant (ou sa-

chant) un autre événement.

Pour notre variable aléatoire , supposons qu'on connaisse la réalisation

d'une autre variable aléatoire , disons l'événement . La connais-

sance de cet événement va modifier la loi de probabilité  de la va-

riable initiale . En effet, la nouvelle loi devient la loi conditionnelle défi-

nie par la formule célèbre

11 !(,) = 0 1 ,
+

+

-(+) = 0 ⟺ + est certaine.

+ (
-(+) 12

!(,)
!(,)

!(,) = 1
( ,

-(+) = log (

-(+) maximale = log ( ⟺ + est uniforme.

-(+)

+
. . = /

!(,)
+

13
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où  désigne la probabilité conjointe des événements  et 

 et  la probabilité de l'événement connu .

La nouvelle entropie (incertitude moyenne) connaissant  devient

qui dépend de la valeur .

Si nous voulons maintenant évaluer l'incertitude moyenne sur  connais-

sant  en général (pour n'importe quelle valeur possible ), il faut encore

moyenner ces valeurs de  — c'est-à-dire sommer les entropies 

 pondérées par les probabilités d'occurrence respectives 

 : on obtient alors l'entropie conditionnelle :

On vérifie, là encore, que cette quantité correspond bien à notre intui-

tion. Supposons, par exemple, que les variables  et  n'ont «  rien à

voir » entre elles, c'est-à-dire qu'elles sont indépendantes. Dans ce cas, la

probabilité conjointe des deux événements indépendants  et 

 et le produit des probabilités individuelles : . La

définition de la probabilité conditionelle donne alors , qui

ne dépend effectivement pas de , de sorte que 

pour tout , et donc en moyenne  : ici, la connaissance

de  na pas changé l'incertitude sur  — c'est normal puisque  est in-

dépendante de  !

Revenons alors à notre théorème initial : « la connaissance réduit l'incerti-

tude ». Ce qu'il exprime maintenant, c'est que, lorsque  dépend de ,

sa connaissance va diminuer l'incertitude sur  :

!(,|/) = !(,, /)
!(/)

!(,, /) + = ,
. = / !(/) . = /

. = /

-(+|. = /) = !(,|/) log∑
,

1
!(,|/)

/

+
. /

.
-(+|. = /)
!(/)

-(+|. ) = !(/)-(+|. = /)∑
/

= !(,|/)!(/) log∑
,,/

1
!(,|/)

= !(,, /) log∑
,,/

1
!(,|/)

+ .

+ = ,
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Théorème 4
La connaissance réduit l'incertitude, c'est-à-dire :

5.    Démonstration du théorème

La formule des probabilités totales nous dit que

Autrement la probabilité (inconditionnelle)  s'obtient en moyennant

(sur ) les probabilités conditionnelles . Ce type de moyenne se re-

trouve aussi dans l'expression de l'entropie conditionnelle :

-(+|. ) ⩽ -(+).

Figure 1 - Illustration de l'inégalité de concavité de Jensen

!(,) = !(,, /) = !(/)!(,|/).∑
/

∑
/

!(,)
/ !(,|/)
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et on peut comparer les deux formules par une inégalité de concavité. On

a vu, en effet, que l'entropie est une fonction concave de la loi de proba-

bilité. En particulier,  est une fonction concave de .

L'inégalité de concavité (du mathématicien danois Johan Jensen, 1906)

s'obtient en disant que qu'une moyenne des valeurs d'une fonction

concave est toujours inférieure (ou égale) à la fonction concave évaluée

en la moyenne de ces valeurs (voir la figure  1). Ici la moyenne de 

 (suivant les valeurs de ) est l'entropie conditionnelle 

. Elle est donc inférieure ou égale à l'entropie de la moyenne des 

, c'est-à-dire de la loi inconditionnelle . Cette dernière entropie

n'est autre que . On a donc bien prouvé que .

CQFD !

Vraiment ? L'exemple du canal en 

-(+|. ) = !(/)-(+|. = /)∑
/

-(+|. = /) !(,|/)

-(+|. = /) /
-(+|. )
!(,|/) !(,)

-(+) -(+|. ) ⩽ -(+)
◻

0

Figure 2 - Canal en  (les probabilités sont indiquées entre
parenthèses).

0
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Prenons l'exemple du « canal » binaire de la figure ci-dessus

où  s'obtient à partir de  selon deux modalités :

Un petit calcul montre que 

 bits, alors

que

(car sachant que  on sait d'avance que ), en

revanche

(car sachant que , on a un choix équiprobable d'un bit

sur deux).

On voit ici que la connaissance de  accroît l'incertitude

sur  au lieu de la réduire, puisque  !

Mais cet accroissement est «  local  », car en revanche la

connaissance de  réduit bien l'incertitude sur  et en
moyenne, on a bien  bit .

Cet exemple montre que, comme souvent dans la vie quoti-

dienne, la connaissance d'un événement donné peut parfois,

paradoxalement, augmenter l'incertitude au lieu de la réduire.

Et c'est quelque chose que nous devons, à mon avis, méditer !

 

+ .

ou bien , auquel cas on a nécessairement  ;. = 0 + = 0

ou bien , auquel cas on a indifféremment  ou 

 avec probabilités égales.
. = 1 + = 0

1

-(+) = log 4 + log = 0.811278124 …1
4

3
4

4
3

-(+|. = 0) = 0 bit

. = 0 + = 0

-(+|. = 1) = 1 bit

. = 1

. = 1
+ -(+|. = 1) > -(+)

. = 0 +
-(+|. ) = 0.5 < -(+)
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PARTAGER CET ARTICLE

  

1 La première inégalité est stricte si   ; mais cet encadrement
avec des inégalités larges est aussi valable lorsque ,
avec .

! < 1
! = 100% = 1

& = 0

2 Égale à  est possiblement différente de la constante
précédente .

= log 10' ′

'

3 Ici  avec nos notations.% = '
' ′

4 Changer la base du logarithme revient à le multiplier par une
constante positive.

5 Aussi appelées Hartleys.

6 Aussi appelés Shannons.

7 Et en se restreignant pour simplifier à des variables discrètes.

8 Ces valeurs ne sont pas nécessairement numériques ni même quan-
titatives. On peut considérer des valeurs catégorielles, par exemple
un ensemble de modalités, comme des couleurs ou des mentions,
qui ne sont même pas nécessairement comparables entre elles.

9 Dans le cas (improbable) où , on convient par « passage à

la limite » que .

!(,) = 0
0 log = 01

0
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10 Il semble par ailleurs que la lettre H utilisée par Boltzmann dans son
théorème ne soit pas un  usuel, mais plutôt la lettre grecque « Êta
majuscule ».

-

11  ou , ce dernier cas grâce à la convention 

.

! log = 0 ⟺ ! = 11
! 0

0 log = 01
0

12 En effet la fonction  est concave en , son graphe ressemble
au symbole .

! log 1
! !

∩

13 Lire «   de  sachant  ».! , /
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