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Résumé — Comme pour le fameux principe de maximum d’entropie, le principe de minimum d’entropie permet de mesurer le caractére gaussien
d’un signal. On présente une nouvelle démonstration tres simple de ce principe appliqué aux transformations linéaires, qui s’exprime par une
inégalité de puissance entropique initialement due a Shannon et généralisée par Zamir et Feder. Cette démonstration est basée sur un argument de
transport optimal qui prend la forme d’un simple changement de variables et permet d’établir facilement la condition d’égalité.

Abstract — Like the well-known maximum entropy principle, the minimum entropy principle makes it possible to measure the Gaussian character
of a signal. We present a new, simple proof of this minimum entropy principle applied to linear transformations, which is expressed by an entropy
power inequality originally due to Shannon and generalized by Zamir and Feder. The proof is based on an optimal transport argument which takes

the form of a simple change of variables and easily settles the equality case.

1 Introduction

Considérons un signal aléatoire X de longueur n dont les
composantes X1, X, ..., X, sontdes variables aléatoires conti-
nues statistiquement indépendantes. Par commodité on repré-
sentera X comme un vecteur aléatoire sous forme de vecteur
colonne X = (X1, Xa,...,X,)t Ce vecteur X modélise par
exemple la donnée de sources mutuellement indépendantes, ou,
dans le cas d’un processus i.i.d. ou les échantillons X; suivent
la méme loi, un bruit blanc ou une source sans mémoire. En
général le signal X n’est pas gaussien.

On considere dans cet article I’entropie différentielle [8, § 1.3]
H(AX) du signal apres une transformation linéaire quelconque
donnée par une matrice A = ((a; ;)); ; de taille m x n. Plus
précisément, on s’intéresse a évaluer le caractere gaussien du
signal a I’aide de cette entropie. Pour ce faire, on va comparer
H(AX) a H(AX') ou X' est un signal gaussien. On peut
d’ores et déja faire la remarque suivante.

Lemme 1. Si A est de rang = m, alors H(AX) — H(AX’)
est invariant par opérations élémentaires sur les lignes de A.
Sinon, on a trivialement H(AX) = H(AX') = —o0.

On supposera désormais que A est de rang m < n pour éviter
le cas trivial. On pourra donc toujours supposer, par élimination
de Gauss, que A est sous forme canonique (échelonnée réduite).

Démonstration. Par définition de I’entropie différentielle [8], si
le rang des lignes de A n’est pas plein, il existe une relation de
dépendance linéaire entre deux composantes de A X de sorte
que H(AX) = —oo. Sinon, en notant Y = AX de densité fy,
I’entropie de Y est I'intégrale H(Y) = — { fy (y) log fy (v) dy.
Pour tout matrice inversible P de taille m x m, un change-
ment de variable montre que H(PY) = H(Y) + log |det P|.
Le terme log |det P| disparait dans la différence H(PAX) —

H(PAX') = H(AX) — H(AX'), qui est ainsi de méme va-
leur pour des matrices A ligne-équivalentes. O
1.1 Enoncés des deux principes entropiques

Il existe deux principes d’extremum d’entropie qui peuvent
étre vus comme duaux :

Principe du maximum d’entropie (MaxEnt). Notons X* =

(XF, X3, ..., X*) un signal gaussien dont les composantes
indépendantes ont méme variance que X :
Var(X}) = Var(X;) (1=1,2,...,n)
Alors
H(AX)< HAX™) (1

avec égalité si et seulement si X est gaussien.

Ce principe est bien connu depuis le XIX¢ siecle ou il est
apparu en mécanique statistique avant d’étre préconisé pour une
utilisation plus large par Jaynes [6] et appliqué a I’estimation
spectrale par Burg [2]. C’est une inégalité fondamentale de la
théorie de I’information qui se généralise d’ailleurs au cas ot les
composantes du signal sont dépendantes ; elle se démontre sim-
plement en remarquant que la différence H(AX*) — H(AX)
est une divergence de Kullback-Leibler (entropie relative) qui
est toujours positive [8, Chap. 4], [3, Chap. 11]. Le principe
suivant est moins connu :

Principe du minimum d’entropie (MinEnt). Nofons X =

()N( 1, )?2, ey )?71,)’5 un signal gaussien dont les composantes
indépendantes ont méme entropie que X :
H()?Z):H(XZ) (7::1’2;---377’)
Alors ~
H(AX) > HAX) (2



avec égalité si et seulement si ou bien X est gaussien, ou bien
la transformation A est “triviale” au sens ou sous forme ca-
nonique, A contient les m colonnes de la matrice identité, les
autres colonnes étant nulles.

Dans ce dernier cas, appliquer A revient simplement a sélection-
ner m composantes i1, i, . . . , i, parmi n, et on a trivialement
H(éX) = H(Xili- c X)) = HQXYA) +..+ H(Xim)~=
H(X;)+...+H(X;,)=H(X;,X LX) = HAX).

Noter que le résultat énoncé ci-dessus est évident si m = n
par la relation H(AX) = H(X) + log|detA| = H(X) +
log|det A| = H (A)Z' ) (auquel cas la forme canonique de A
est I’identité I) ; on supposera désormais que m < n.

i27..

1.2 Historique et applications

L inégalité (2) est énoncée dans le cas (m,n) = (1,2) dés
1948 par Shannon dans son article fondateur de la théorie de
I’information [12] avant d’étre généralisée en 1993 pour (m,n)
quelconque par Zamir et Feder [16]. Elle est connue sous le nom
d’inégalité de la puissance entropique pour la raison que lorsque
les signaux sont centrés, alors que (1) permet de maximiser 1’en-
tropie a puissance donné, (2) permet de minimiser I’entropie a
puissance entropique donnée, ou la puissance entropique est dé-
finie comme la puissance d’un bruit gaussien de méme entropie.
Dans les deux cas (1), (2), I’extremum est atteint pour un signal
gaussien, mais pour des contraintes différentes.

L’inégalité de la puissance entropique est un outil devenu
classique pour borner des régions de capacité ou de distorsion as-
sociées a des problemes de codage faisant intervenir des sources
ou des bruits gaussiens. Pour toutes ces applications, les va-
riables X; sont toutes gaussiennes sauf une [9]. Dans le cas
général de variables X; quelconques, Donoho [4] a montré que
le principe MinEnt permet de caractériser élégamment la proxi-
mité a la normalité qui croit par transformation linéaire (en
particulier par filtrage linéaire). Ce résultat est établi rigoureuse-
ment pour la divergence a la normalité comme une conséquence
immédiate de (2) dans [16, Théoréme 2]. Pour X non gaussien,
H(AX) est minimum uniquement dans le cas d’un mélange
linéaire A trivial, ce qui permet de déconvoluer I’effet du sys-
teme linéaire [1, 4] ou d’effectuer une séparation aveugle de
sources indépendantes [1, 14].

1.3 Contribution de cette étude

La démonstration de (2) est beaucoup plus délicate que celle
de (1). Elle résulte classiquement d’une intégration sur un che-
min de perturbation gaussienne additive, a I’aide de I’identité de
Bruijn et d’une inégalité portant sur I’information de Fisher [15].
Une variante utilise une identité reliant information mutuelle et
erreur quadratique moyenne minimale [5] ; dans le cas d’un bruit
gaussien additif I’information de Fisher et I’erreur quadratique
moyenne minimale se trouvent étre des quantités complémen-
taires [7]. L’auteur a déja proposé une preuve plus simple au
moyen d’une inégalité satisfaite par I’information mutuelle [9].
Néanmoins, la complexité des démonstrations disponibles rend

jusqu’a présent le principe de minimum d’entropie assez mys-
térieux. De plus, la condition d’égalité énoncée est clairement
suffisante [16], mais son caractére nécessaire n’a jamais été
démontré jusqu’ici dans le cas général.

Dans cet article, on étend les résultats récents de [11] pour
établir une nouvelle démonstration trés simple de (2) ainsi que
du cas d’égalité. Alors que [11] se focalise sur une autre in-
égalité équivalente uniquement dans le cas (m,n) = (1,2),
I’argument développé ici donne une preuve directe de (2) dans
le cas général. Il s’agit d’un argument de “transport” qui peut
s’interpréter comme un transport optimal pour un probléme de
Monge-Kantorovitch [13] mais il n’est nul besoin de connaitre
la théorie du transport optimal pour comprendre la preuve : ’ar-
gument de transport prend la forme d’un simple changement de

~

variables réelles X; = T;(X;) pouri = 1 an.

2 Une nouvelle preuve du principe de
minimum d’entropie

Elle se fonde sur quelques lemmes connus.

Lemme 2 (Transport). Pour toutes variables aléatoires conti-
nues X et'Y, il existe une transformation croissante T' : R — R
telle que Y a la méme loi que T(X).

Ce résultat est bien connu dans le cas ou X suit une distribu-
tion uniforme sur [0, 1] : ¢’est la méthode de I’inversion de la
fonction de répartition.

Démonstration. On choisit T' = Fy, lo Fx ou Fx (resp. Fy)
désigne la fonction de répartition de X (resp. Y) et ou I'in-
verse est prise éventuellement au sens généralisé F~!(w) =
inf {r e R| F(z) > w}. La loi de T(X) est caractérisée par
sa fonction de répartition : P(T(X) < y) = P(Fx(X) <
Fy(y)) = Fx(Fx'(Fy(y) = Fy (y). m

On peut généraliser le lemme 2 aux vecteurs aléatoires [11,
Lemme 1], mais ce n’est pas nécessaire ici.

Lemme 3 (Changement de variable dans 1’entropie). Soit T :
R"™ — R” un difféomorphisme appliqué au vecteur aléatoire X
dont la matrice jacobienne est noté T'(X). Ona :

H(T(X)) = H(X) + Elog | det T'(X)| 3)

Cela résulte d’un simple changement de variable Y = T(X)
de jacobien det T'(X) dans I’intégrale définissant I’entropie
de T(X). Le détail de la preuve est confié au lecteur (voir [11,
Lemme 2]). Le cas d’une transformation linéaire T(X) = PX
a déja été vu dans la démonstration du Lemme 1.

Noter que le lemme 3 s’étend immédiatement au cas d’une
entropie conditionnelle pour une transformation 7'z qui dépend
d’une autre variable Z :

H(T2(X)|Z) = H(X|Z) + Elog|det T;(X)| (4

en appliquant (3) a Z = z fixé puis en moyennant sur Z [10,
Lemme 3].



Lemme 4 (Inégalité de concavité du logarithme généralisée). Si
les lignes de A (de taille m x n) sont orthonormées (AA' = 1),
pour toute matrice diagonale A an éléments diagonaux \; > 0,

logdet(AAA") > tr(Alog(A)AY) 5)

out log(A) est la matrice diagonale dont les n éléments diago-
naux sont les log \;.

Ce lemme apparait dans [15] et [5]. On en donne ici une preuve
simple pour étre exhaustif.

Démonstration. Remarquons que pour tout matrice orthogo-
nale U de taille m x m, les deux membres de (5) ne changent
pas si on remplace A par UA. En prenant U la matrice des
vecteurs propres de la matrice symétrique AAA’ — de sorte
que UAAA'U! est diagonale — on voit qu’on peut se limiter
au cas ot AAA" est diagonale. Ses éléments diagonaux sont
Y, a; A etonabienlog [, ;a2 ;N; = X, log ¥, af ;A =
2 ; ai ;log \; par concavité du logarithme. O

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients de la dé-
monstration de I’'inégalité (2) :

Démonstration de l’'inégalité (2). On peut tout d’abord suppo-
ser que toutes les composantes de X ont méme entropie. Si ce
n’est pas le cas, on peut toujours les diviser par des constantes d;
de sorte que les X;/d; soient de méme entropie (par exemple
0; = exp H(X;)), puis appliquer le résultat a la matrice AA
ou A est la matrice diagonale dont les €léments diagonaux sont
les ;. Il en résulte que les composantes de X sont aussi de
méme entropie, donc de méme variance ; on se ramene ainsi au
cas ol ces composantes sont i.i.d.

Le procédé de Gram-Schmidt appliqué aux lignes de la ma-
trice A transforme cette matrice en une matrice ligne-équivalente
dont les lignes sont orthonormées. D’apres le Lemme 1, on peut
donc également se restreindre 2 ce cas (AA! = I).

Etendons alors A en rajoutant n — m lignes orthonormées
(dans une matrice complémentaire A°) de facon a obtenir une
matrice orthogonale A’ de taille n x n :

A
/ p—
A= ( A° ) (6)
Posons alors Y = AX et Y° = A°X de sorte que
Yy = (Z/ ) =AX (7
YC

Puisque les espaces engendrés par les lignes de A et de A sont
orthogonaux et que les composantes de X ont méme variance,
les vecteurs gaussiens Y et Y ¢ sont décorrélés et indépendants.
En inversant A’ on obtient

X=A'Y ®)

Le lemme 2 appliqué a chaque composante de X permet de
supposer que X; = T;(X;) ol T; croissante pour chaque ¢ = 1

a n. En notant T(X) le vecteur de composantes T} (X;), il vient

H(AX) = HAT(X)) )
— HAAT(A"'Y")) (10)
> HAT(A'Y)|Y°) (11)

la derniere inégalité résultant du fait que le conditionnement
réduit I’entropie [3, 8]. Pour Y° fixé,

U\ 1ty t o c\t vrc
Te (Y)=ATA"Y')=ATAY +(A")" Y (12)
est une fonction de Y dont la matrice jacobienne vaut

T% (V) = AT'(A' V)A' = AT/(X)A"  (13)
ot T'(X) est diagonale d’éléments diagonaux T7(X;).
Le lemme 3 (équation (4)) appliqué a (11) donne

H(AX) > HATA' Y)Y
= H(Y|Y®) + Elogdet(AT'(X)A?)  (14)

o I’on peut simplifier H(IN/DN/‘) = H(Y) = H(AX) par
indépendance de Y et Y°.
Enfin le lemme 4 s’applique au deuxieme terme de (14) :
H(AX) > H(AX) + Elog det(AT'(X)AY)
> HAX) +Etr(A -logT/(X) - AY)  (15)
— HAX) + tr(A-Elog T/(X) - AY)  (16)
par linéarité de la trace. Mais le lemme 3 appliqué a 7; donne
ElogT{(X;) = H(T;(X;)) — H(X;) = H(X;) — H(X;)
qui s’annule pour tout ¢ = 1 a n par hypothese, par consé-
quent E log TY(X) égale la matrice nulle dans (16), ce qui dé-
montre (2). O]

3 Le cas d’égalité

La méthode exposée ici permet d’obtenir facilement la condi-
tion nécessaire et suffisante d’égalité dans (2). D’apres la preuve
ci-dessus, 1’égalité a lieu si et seulement s’il y a égalité a la fois
dans (11) et dans (15).

Légalité dans (15) revient a une égalité presque sire dans le
lemme 4 lorsque les A; valent 77(X;). Ici A est mise sous une
forme telle que ses lignes sont orthonormées ; elle est éventuel-
lement multipliée & gauche par une matrice orthogonale U ce
qui ne change pas cette propriété. D’apres la preuve du lemme 4
qui utilise la convexité stricte du logarithme, on aura égalité
seulement dans un des deux cas suivants :

1. chaque ligne (a; ;); correspond a une combinaison li-
néaire triviale, ce qui revient a dire que la transformation
A est “triviale” au sens indiqué ci-dessus apres 1’équa-
tion (2);

2. les \; sont tous égaux, ce qui revient a dire que les 77 (X;)
sont égaux p.s. pour chaque valeurde i = 1 a n.



Dans ce dernier cas, les X; étant indépendants, cela implique
que les T} (X;) sont égaux et constants p.s., de sorte que chaque
traniformation T; est linéaire. Il en résulte bien que les X; =
T;(X;) sont tous gaussiens. De plus, comme T est linéaire
(proportionnelle a I’identité), le vecteur ye disparait dans I’ex-
pression

ATA ' Y)ac AAY + (A YY) =Y  (17)

ce qui implique bien que (11) est une égalité.

En résumé on a bien démontré qu’il y a égalité dans (2)
seulement si X est gaussien ou si la transformation A est triviale.
1l s’agit bien de la condition énoncée énoncée ci-dessus pour le
principe MinEnt de minimum d’entropie.

4 Ouvertures

La nouvelle démonstration du principe de minimum d’entro-
pie exposée ici a le mérite, outre sa simplicité, de fournir un
terme additionnel tr(A - Elog T/(X) - A?) ou Elog T/(X;) =
H(X;) — H(X,), dont il faut tenir compte comme un terme de
pénalité dans le cas ou les composantes de X ne sont plus de
méme entropie que celles de X. On obtient alors une autre in-
€galité (dans le cas de lignes de A orthonormées) qui se trouve,
siles X; sont de méme variance, coincider avec [5, Théoreme 3],
dont les auteurs ont montré 1’équivalence avec (2). La méme
preuve exposée ici s’étend donc pour les deux variantes de 1’in-
€galité de puissance entropique généralisée par Zamir et Feder.

On peut également étendre le raisonnement au cas ou X est
non-gaussien, ce qui ne permet plus de simplifier H (Y'|Y°) =
H (}7) mais permet d’obtenir, & ’instar de [10], une inégalité ré-
ciproque faisant intervenir une information mutuelle entre deux
vecteurs aléatoires orthogonaux mais dépendants. La question
d’une borne inférieure optimale sur cette information mutuelle
est I’objet d’une question ouverte dans [16].

De plus, comme indiqué dans [9, § IV] on peut généraliser le
principe de minimum d’entropie au cas ou les composantes X;
sont elle-mémes des vecteurs aléatoires, ce qui inclut alors le cas
classique de I’inégalité vectorielle de la puissance entropique.
Cette généralisation s’obtient avec une preuve identique qui
nécessite de généraliser le lemme 2 aux vecteurs aléatoires,
comme cela est fait dans [11].

Enfin, dans le cas m = 1, cette approche peut étre éten-
due [10] aux entropies de Rényi en relation avec I’inégalité de
Young optimale. La généralisation aux transformations linéaires
pour m > 1 est en cours d’étude.
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